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Durch F. Mertens ist in Crelle's Journal Bd. 63 nachgewiesen worden, dafs das durch 
ein sechsfaches Integral ausdrückbare Potential zweier homogener Ellipsoide, die sich nach 
einer Potenz der Entfernung anziehen, mittelst der Methode des Dirichlet’schen Discontinuitäts- 
faktors zurückgeführt werden kann auf ein Doppelintegral über Kugeloberflächenstücke. Zugleich 
ist gezeigt worden, dafs das Potential eines Ellipsoids mit konzentrisch sich ändernder Dichtig- 
keit für einen Punkt sich gleichfalls durch ein Doppelintegral darstellen läfst, woran die 
Bemerkung geknüpft ist, dafs hieraus das Potential zweier solcher Ellipsoide durch ein vier- 
faches Integral sich finden lasse. Im Folgenden will ich nun dieses allgemeine Problem für 
getrennte Lage der Ellipsoide nach der gekennzeichneten Methode direkt in Angriff nehmen, 
aus dem sechsfachen Integral ein vierfaches wirklich ableiten, zeigen, dafs aus ihm für kon- 
stante Dichtigkeit das Mertens’sche Doppelintegral folgt, endlich eine konvergente Reihen- 
entwicklung für dasselbe aufstellen, in deren Gliedern für den Fall der Homogenität alle Inte- 
grationen vollständig durchgeführt sind. Indem ich zum Verständnis meiner Auseinandersetzung 
auf die genannte Abhandlung, sowie hinsichtlich der Litteratur über das wichtige Problem auf 
die grundlegenden Arbeiten von Laplace, Jvory, Gauss, Chasles, Dirichlet verweise, wie 
sie sich in Ostwald’s „Klassiker der Naturwissenschaften“ Bd. 19 zusammengestellt finden, 
bemerke ich zugleich, dafs mir die dort erwähnte Abhandlung von Laguerre über das Poten- 
tial heterogener Ellipsoide in den Comptes rendus zum Vergleich mit meinem Resultat nicht 
zugänglich gewesen ist. 
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Unter wesentlicher Beibehaltung der Mertens’schen Bezeichnung werde das Potential 


ne P'(f') dx dy dz dx’ dy’ dz’ 
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was für n = 1 dem Falle des Newton’schen Gravitationsgesetzes entspricht. 
P(f), P’(f) sind die Dichtigkeiten, f= 1 und f’ = 1 die Gleichungen der Ellipsoide. 
Die Grenzbedingungen für die Integration folgen aus 
1—f>0 i—f’>0. 


Man bezieht nun die Gleichungen der Ellipsoide durch die Substitutionen 


gesetzt 


z—a=u, y—b=v, ż—c=w, 2 —ad=—wW, y—b=—v, 2—2=—w 


auf ihre Mittelpunkte und setzt 


) f (u,v, w) = yt? + a,0 + as, + 2a,uv + 2a,,uw + Zaggvw = 1 
1 = . 
f (w,v,w) = aw? tay? + a,wW? + 2a, uUv + Zazu w + 2a,,0'w' = 1 
Dann bleibt zu bestimmen 
> ‘is PP’ du dv dw du dv’ dw’ 
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Indem jetzt mittelst des Fourier’schen Theorems die Dichtigkeiten ausgedrückt werden durch 
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ergiebt sich, dafs die Grenzen der Integrationen nach u, v, w, w’, v’, w” sich von — œ bis 


+ oo ausdehnen lassen, denn für alle Wertsysteme, für welche f>1 und f’>1 wird, ver- 
schwinden jene Darstellungen 3) der Funktionen P und P’. 


Man hat also 


+» +a 1 +» 1 
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gesetzt ist. 


Nach Hinzufiigung der Faktoren ez", e-*** unter dem Integralzeichen, in denen e 
und e unendlich kleine positive Gröfsen bedeuten, ist man in der Lage, die Reihenfolge der 
Integrationen zu vertauschen. Man findet dann 

+o 1 + w» 1 + © 

DR i SLL? o ang (as ' weiet [© (du) (du') 

5) Pale) = A Piec" fa [ae Pie \e "FE HE SS an , 
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—a 0 —w — w 
woraus für s =(0 und zs P, hervorgehen muls. 


Nun ist für m> 1 nach Lemma II der Mertens’schen Abhandlung 
(u w + a— a)? + (opto +b=WY wtw tee): 
O rey 
"eer, 


wo cą: 


dA(x iA)! | doe FALL), 


L =$gu +- nv-+ ćw, LD = tw’ tnv 4 gw, q=(a—a)g-+(b—b')q + leeg, 
£ = sin $ cos y 4 == sin % sin d, 6 = cos $ 


und de das Element der Kugeloberfläche ist. Durch Einführung dieser Darstellung gelangt 
man mithin, falls man für die Integration nach A noch einen Faktor e=*"* unter dem Integral- 
zeichen hinzufügt und die Reihenfolge der Integrationen vertauscht, zu 
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Man transformiert jetzt f=1, f’=1 auf die Hauptachsen durch die orthogonalen Sub- 


stitutionen 
u = Lu U F Yu V F 2u W 
7) o-2.044,7+.W 
W = Ze U + YwV + 2, W 
u. 8. W. 


Hierdurch wird e 3 a 2 
ro Dat Ss f=mtgmt gi 

Es si A>B>C und A’>B’>C. 

In den neuen Variabeln erhält man dann 


U? ya Wz 
a yi _ Eri sk-satzsktietiäüt 
Q = äi dWe ( st o) A 


wo jetzt 
L = (tub + ton + tot) U + (Yu5 + Yon + Yob) V + (uk + zon + 40h) W 


zu setzen ist. 
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Die Integrationen nach U, V, W sind hiermit aber separiert und auch leicht auszu- 
führen mit Hülfe des Satzes 
(m +n'i)? 
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Hierdurch resultiert 


9) p = A*(z,$ + ten + 2,6)? + B lyuk + yon + nd + O° (Zug + 20 a 


Ein entsprechender Wert ergiebt sich fir Q’. 


ess 


Die hierin vorkommenden Gröfsen p und p' haben eine einfache geometrische Bedeu- 
tung, wie Mertens gezeigt hat. Sie sind die Abstände der Centra der Ellipsoide von den zum 
Radius &, n, & normalen Tangentenebenen. Setzt man nämlich die Determinante der a's in 

5 - 0 log D A i 
der Gleichung 1) f(u, v, w) = 1 gleich D und ferner p = 0, so wird das Quadrat dieser 
xa 
Entfernung bekanntlich 


= QE + aan? + eat + 205 + Zays$6 + Set, 


Die Identität dieses Ausdruckes mit dem obigen Werte von p* kann aber leicht nachgewiesen 
werden, da mit Hülfe von 7) ohne Schwierigkeit hervorgeht, dafs 


gu = Aa? + By? + C27 
Aa? -+ By? + 022 


Qo = 
10 2 4 sj A aa 
) tts, = Az," + By + Oa 
Qi = EK? Xe a By Yo + Cas, 
U. 8. W. 
ist, 


Bei Eintragung der Werte von Q und Q’ überzeugt man sich sehr bald, dafs die Inte- 
grationen nach ọ und o sich mit denjenigen nach / und /’ vertauschen lassen und dafs ferner 
e=( und e = 0 gesetzt werden darf. Man hat dann zu behandeln 


o st 


— 0 


Nun läfst sich aber zeigen, dafs 


+» m? 


*r+is- oer de em te 2m 
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wird. Dies ergiebt also 


A Ja o(2--iż)p —Vo (z +i2)p 
fas; Va Juge? ie Veet >] 


und ebenso 


Ja- Vz [Vé + inp > Verin], 
% 
Man hat mithin die Integrationen nach / und /’ ausgeführt und erhält 
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Die Integrationen nach @ und 6 können jetzt wieder mit derjenigen nach A vertauscht 
werden und man darf auch £” =o setzen, da das Integral 


+» 
12) | Gam (r+ it dt = 7 — 
5 T(—a) bt 
m 

ist für b> o, aber verschwindet für 6<o bei beliebigem a, falls man nur die I'-Funktion 
für ein beliebiges Argument durch die Gleichung 
aT'(a) =T(a-+- 1) 
definiert. l 

Man gelangt zu diesem Satze auf folgende Weise. Man denkt sich die Funktion 
eg, wo g =x +iy und b>o ist, für die ganze x,y-Ebene bestimmt und integriert nun 
von # = — © auf einem Wege, der zunächst oberhalb der -Achse läuft, dann den Punkt o 
umschliefst und unterhalb der x- Achse bis — oo zurückkehrt. Das Integral auf einem zweiten 
ähnlichen Wege mit demselben Anfangs- und Endpunkt mufs dann notwendigerweise dem- 
jenigen auf dem ersten gleich sein, wenn zwischen beiden Wegen kein Unstetigkeitspunkt 
liegt. Bestimmt man nun die Werte der Integrale für zwei besondere Wege, so müssen unter 
der obigen Bedingung auch diese gleich sein. Der erste dieser Wege soll fest gelegt sein 


NE W : à We - 
durch 1) z = er, p von x bis „—n, wo se und y unendlich kleine Gröfsen sind, 
2)g—=r-+tit, t eS Big ee nd bi Die Integral 
2)z=r-it, t von ; bis z? 9) z =- eP, y von — |z — 4) bis —z. Die Integrale 
AE è =e sa E 7 - ne 
auf den Stücken des unendlich grofsen Kreises von x bis — und — ə bis —z fallen für jedes 
beliebige a fort, denn da b>o ist, wird der reelle Teil des Exponenten von e dann stets 
negativ und unendlich grofs. Es bleibt also das Integral auf dem gekennzeichneten Wege 
m D 
von +; bis 


IE . + ag d . 
=. übrig. Wenn 0<a<1 wäre, so fielen auch noch die Integrale auf den 


d > TA e ZZ Toe 0 x 
unendlich kleinen Stücken des unendlich grofsen Kreises von — bis $ — und von — (= — n) 


bis — = weg, und man erhielte auf einem der y-Achse parallelen Wege 
if +i (r + it) dt. 
+» 


Wird die Bedingung für o nicht erfüllt, so mufs man die Integrale von = bis = — ņ und 


r . T . . eg 
von — E — n) bis —. an den Grenzen des obigen Integrals noch hinzufügen, um den ge- 


samten Integralwert zu erhalten. Das Integral für diesen Fall mag der Kürze wegen durch 
dasselbe Symbol bezeichnet werden. Wir wissen dann, dafs wir für ein beliebiges a noch auf 


. „URO . Ki os H 
dem unendlich grofsen Kreise bis zu den Stellen + - und — — gehen müssen. Dieses durch 


GIE 


das obige Symbol dargestellte Integral ist nun gleich dem Integral auf einem zweiten Wege, 


der bestimmt ist durch 1) z = e'*t, t von q bis 4, 2) =e, p von +a bis — x, 


e A 1 
3) z = te-i*, t von & bis SC? 


E E <= 


Wenn nun a nicht negativ wird, verschwindet das Integral auf dem unendlich kleinen 
Kreise und es bleibt 
0 E/ 0 Ed 


EH et el dé + a | et! ta df = (67% = echt te—1 dt = — 2i sin ax | eH teh dé. 


© 0 bei 0 


Dies Integral wird aber mit Hülfe der T-Funktion ausdrückbar. Man erhält dafür 


Dare sin am . T' (a) CSS Zei 
bn T(1-—a)d*’ 


wenn man nämlich setzt T(a) r(1—a) = =——. 
sin ar 

Wird a <o, verschwindet also das Integral auf dem unendlich kleinen Kreise nicht, 

so können wir unser zweites Integral nicht direkt durch das obige Integral von 0 bis oo aus- 

drücken, wohl aber mit Hülfe teilweiser Integration durch ein anderes Integral, das durch die 

T-Funktion darstellbar ist. Und wenn man nun die I'-Funktion für ein beliebiges Argument 

durch die Gleichung aT'(a) = T(a+-1) definiert, so findet man das Integral auf dem zweiten 


e 2ri ‘ N < r e b 
Wege stets = ra a Da nun die Integrale auf dem ersten und zweiten Wege überein- 
"a 
stimmen miissen, hat man also 
etr +i (r 1 it) dt = — ür 
Ki (r + it) Sa PT für b>o. 


= 
Dafs dieses Integral für b <o verschwindet, ergiebt sich durch die Erwägung, dafs das Inte- 
1 


gral für z = r + it von £ =— — bis t = + > gleich sein mufs dem Integral für 2 = ei? 


von p=—4 bis p = + =” da zwischen beiden Wegen kein Unstetigkeitspunkt liegt. 


Weil nun das letzte Integral stets verschwindet, ist das Gleiche bei dem ersten der Fall. 
Nach dieser Entwicklung benutzen wir jetzt das Integral 12) zur Ausfiihrung einer 
Integration in 11). Man übersieht leicht, dafs man zu behandeln hat 


+e 
m edetiätste ts Ve) (x iA) da 


— 0 


Dies wird aber 
En (a +rVe tr’ Vey. 


Folglich findet man 


13) Pr in fr P [ae r [zl [a +p Ve +8 Vey — (a—pVe+tr Ve) 
— (a+pVe—PVe)""+(a—pVe—P vr 


wo die Integrationen in den einzelnen Integralen nach ø über solche Stücke der Kugelober- 
fläche auszudehnen sind, für welche die Bedingungen erfüllt werden 


q+pVe tr Vg >0. 
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Wir haben hienach das sechsfache Integral auf ein vierfaches zuriickgefiihrt, ohne die 
Funktionen P und P’ zu kennen. 
Ze lifst sich zeigen, dafs aus dem Wert 13) fiir P=1 und P’ = 1 der Mertens’sche 
Wert Pa hervorgeht. Man bat nämlich für diesen Fall in 11) das Integral nach o 
1 


= | do ( t4-i2)p/ e — e (2-12)p VO) 


etido ((x + iA)p— 1) + etide (x + int 1) | 
9 y (zpiź)p __ el |-i2)p 
rs KEN op 1 p 
Daher wird 


x Linn (ee tiar eich (2-12) p') 


1 1 
. iy 4 £ (77 dek é 
[de [de e Fir) dp op pp’ 
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und es = 11) über in 


` GË: 1 r ax+-iZ(o-Lp--p') (x--14)(90—p—p') fe L€ 2)(q—n-+-79') 
( ETA lo er (ging #4 q 2. „UE 1—PT2 
4 fi “(uid)” affa po 0005 DP | +e ( 
(4-22) (q+-p- |. 


Daraus findet man dann 


4C 2x if odo 0° 


Bëlleger pp Late te +a - Par) - a4], 


also genau den Mertens’schen Wert, weil 


1 + e + p' rw I (2—? 
| «= I'(2—w) A PO. 4'B'O' == d 
VDD’ 


ist. 
IL. 
Es soll jetzt fiir das gefundene Potential eine Reihenentwicklung aufgestellt werden, 
Zu diesem Zwecke wird auf 11) zurückgegangen, C gleich dem angegebenen Werte und der 
Kürze halber pVe = o, p He =o’ gesetzt. Wenn man dann die Multiplikation unter dem 
Integralzeichen ausführt, ergiebt sich 


“le 


14) Po(e)= YB, A "Get Fire saa faod Vor PP (E (#- Fiaa | etid oto + gehad 
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Setzt man für jede Exponentialgröfse in der Klammer die Reihenentwicklung ein, so wird 


+» 
, T(2—n) 1 , 221. (yle 
S R Ya 24-|-n—1 Lë Ai y 2) ee At (#14) g 
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0 wo (8 00 


= 10 


Hierin ist 
r2u+2 { n2u+2 
9 2 „2 BE SE, 
GK (o , 0%) = 


OO 


9 DA 9 9 
— 9| (2u +2 Sp L PZA 2u—2 „'2 te 
= 2? [( 1 UE l ( 3 )? of + ete. 
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Es bedeutet also ©, eine homogene ganze rationale Funktion wien Grades der Grófsen o? und o? 


16) 


Jetzt handelt es sich um die Bestimmung des allgemeinen Gliedes P(e) der Inte- 
gralreihe für P„(&). Dasselbe wird 


T'(2—n) 
(OO 


+» 11 
ms; plu 1 te + 4\2u-+-n— Hr E ESU rf af; 2) a eg 
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Da die Lage des urspriinglichen Coordinatensystems eine willkiirliche ist, so kann die z- Achse, 
mithin auch die w-Achse durch die Centra der beiden Ellipsoide gelegt werden. Dann wird 
a, a', b, b= 0 und g = (c—c’) = E cos, wo E den Centralabstand der beiden Körper 
bedeutet. 

Die Integrationsgrenzen sind nun o und x für #, o und 2x für y. Bei der Integra- 
tion nach % stófst man auf kei1e weiteren Schwierigkeiten, da, wie aus den Werten für pe 
und p'è resp. o* und 0’? zu entnehmen ist, d, eine ganze rationale Funktion von End 
bedeutet. Zur Bestimmung von 


fa Da, 


wiirden Ausdriicke von der Form 
22 


H 
zu integrieren sein. 
Nun läfst sich schreiben statt 
+ ee 2 2 2 ç p > 
p” = «uÉ + aan" - dzą + 20457 + 20,55 + 209575 


pł = (as, — a, COS? Y — gan sin? Y — 2a, sin Y cos y) 6? 


+ 2 (a, cos Y -+ a sin y) EV — & 
+ a, cos* W + Qag sin? y + Zen SIN Y cos y 
oder nach Multiplikation von o und Einführung von 
dy = @ (035 — Gu COS? Y — gen sin? y — Za sin Y cos y) 
18) Ay = 29 (04; cos Y + ay, sin Y) 


Ay, = Q gg — An, 


da O? == op 
o = A? + Aat V1 — Ê Ag . 


Se e 


Ebenso wird 
19) > o? = An +4As6/1—$ + Ax. 
Daher hat man 

22 2m 
ken J dy (Au + 4, EVI-P + Aa) (Ai © + An EVIE + An)". 
0 v 


Die zu integrierende Funktion läfst sich aber leicht in die Form bringen 


ËCH Vi-F§ — AW EE EE WW) E 
wo die Y's ganze rationale Funktionen von ¢ sind. Das rationale Glied in obigem Ausdruck 
ist folglich auch eine ganze rationale Funktion von E, deren Koeffizienten sich aus den 
Grófsen Ay, Ag, An, Ase, Ais; Ag zusammensetzen, daher ganze rationale Funktionen von 
sin? d. cos? y, siny cos d sind. Der Koeffizient des irrationalen Gliedes schreitet aber, wie 
leicht zu ersehen ist, nach ungeraden Potenzen der Gröfsen A,, und Aiz vor, wird also von 
der Form sein miissen 


W cos y + W siny, 


wo W und W" ganze rationale Funktionen sind, die nur von sm" d, cos*y und sin y cos d 
abhängen. Unschwer läfst sich aber zeigen, dafs für diese Annahme von % und HA 


22 
Je cos y + W sin y) dy = 0 
0 
wird. 
Daher fallen die in Bezug auf & irrationalen Glieder fort und es ergiebt sich 
22 
20) jw o2 U—#) 924 = Ozu GH -L Con—s gu? + ete. 


0 
Von den C’s, welche Integrale nach d von 0 bis Zm sind, soll zu späterem Gebrauch nur (3, 
bestimmt werden. Setzt man 


T= Ar" — (#58) A Ais + (847) dt Ate ee. 


GE == D = d A ee D e P) E 44 ebe 


und bildet sich I’ und II’, indem man A,, Aj durch Ay, und Ay, ferner u — p durch u 
ersetzt, so wird der Koeffizient von $** 


2a 
Ca = J (II — IT II’) dy. 
5 
Dies ist aber der reelle Teil von 


fa+ im a +T) 


e 
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NZ 


oder der reelle Teil von 


27 < 
21) [Au + idp) Läd + Gäil dy. 
% 
Daher ist Cy, der reelle Teil dieses Integrals. 
Jetzt hat man die Integration nach # von o bis x, oder nach 6 von + 1 bis — 1 


auszufiihren. Bei Betrachtung von 16) und 17) ersieht man sofort, dafs man zu diesem Ende 
nur zu bestimmen hat 
-1 


few (Cz, el -H Czu—2 Ei -+ ete.) dé, 
e 


wo der Kürze halber E(x + iA) = m gesetzt ist. 


Dies Integral wird aber 


== E" (Os, -+ Oz 1 |- Gs l- 0) i (Ozu Uou- 1 -|- etc.) 


Die O’s lassen sich linear durch die C’s ausdrücken durch die Gleichungen 


NU u = Con 
mOs.—i + 2m Os, = 0 
22) m Us, ak (2u — 1) Oou—1 = Con — 
m Ozu—3 + (2u —2) Ozu— = 0 
m Uo 1.2 SZĄ 


z 3 - a - mas sl ` à z ` — 
Es bliebe nun nach A zu integrieren. Ein Glied von P(e) wird nach 16) und 17) 


5 LE - j Zu +1 
bis auf einen aus ®,, leicht zu bestimmenden konstanten Faktor (ow d 1) und den konstanten 


Faktor DD In pa, wenn man zugleich wieder m durch W (x -+ ża) ersetzt 
VD: Se j i 
= [r (2—n) rl g—:*+4-E(x--iż) (Og, F Ozu—1 + + 0,) 
Or GEAR 
23) 


— Ti2—n J da (x-|- iAJ)ŻEt"—1 gm Eti) (Ozu — Ozu—1 + --- + O). 


Da man nun s=0 setzen und das Theorem 12) benutzen kann, so erkennt man, dafs das 


zweite dieser Integrale vollständig wegfällt, denn man hat immer Integrale von der Form 


Wie nun die Gleichungen 22) lehren, in denen m= E(x -+ 7) ist, läfst sich 
Ozu + Osu—:ı +-+ 0, auf die Form bringen 


2 R A. 


1 d 2u 


Ede 2 s 03.28 st - 
E(x-+ia) ! E%(x+i2)8 | EF iger! 


Daher wird bei Anwendung von 12) 


I(2—n) di (x L'Aënts-ieëistiü(ds, + Osu—1 EENS 
\ | 0, 


x 


übergehen in 
o 
r(2— Hi 2, gd H. dh Są 
Bette | T(2—2 u — n) T' (4—2u —n) r(2—n) 


Bei wiederholter Benutzung des Satzes a['(a) =T(a-+-1) hebt sich die T-Funktion ganz 
heraus und man erhält das Integral 23) 


94) ET 8, (2—n—1)(2—n—2) .- (2 —n — 2u) 
e Leg | Q,(2—n—1)(2—n—2 (2—n— 2u+2 + Gs, 


e J(u) pr = f 5 e | 4 
Da nun in PY” für den Fall des Newton’schen Gravitationsgesetzes n = 1 zu setzen ist, so 


reduziert sich bei dieser Annahme 24), oder, was dasselbe ist, 23) auf 


er R, 
2u 


Aus 22) bestimmt sich aber 


Also wird 24) 


Cza ist hierin nach 21) bekannt. 
sl ` en . 1 ) > Au ee 9 tou’ 
Somit hätte man einen Term von P% (d. i. P% für n= 1), welcher aus dem 0?) g'?4 
enthaltenden Gliede der Funktion ®s. hervorgeht, bestimmt (vergl. 16) und 17)). Bis auf die 
früher fortgelassenen konstanten Faktoren und die Integrationen nach g und o wird derselbe 


eleich dem reellen Teile von 
su: { fi . { WA f , N e 4 Cat SCH 
maa (kän T Ai) (du T Ay ay. 


Fügt man noch die Koeffizienten zu und summiert für alle Glieder der Funktion d. so folgt 


22 
1 27.2u! 1 ` 


49) VDD’ 2u 42! peut 


J Dan (Ay, zs Ae: Ai Hr UA) dy. 


=, Glo <= 


Mit Hinzufiigung der Integrale nach ọ und 9’ findet man endlich Di gleich dem reellen 
Teile von 


11 22 
2u! 1 kę r 7 rf e , Er 
%) om arm praf fie de Vor’ PP [dO (Ay tida, 4444). 


00 0 


Ka 
Demnach ist für das Potential d. b. > p * eine nach ungeraden Potenzen von = fortschreitende 
0 7 
Reihenentwicklung ermittelt. 


III. 


Es läfst sich zeigen, dafs P'", das w-+1 Glied der Reihe für das Potential, eine 
homogene Funktion u** Grades der Differenzen der Halbachsenquadrate ist. 
Mit Hülfe der Gleichungen 10) werden nämlich die Werte von A,, und An nach 18) 


Ai = ọ (4? — B?) [yu cos w + yo sin Y)? — yo] + o (4? — CF) [leu cos + 2, sin p)? — au] 
Ay, = — 20 (A? — B?) yo (Yu cos Y + Ye sin Y) — 29 (A? — 07) Zo (Zu cos Y + Z, sin di. 


27) 


Daraus ergiebt sich 
Ay + iA = 9 (A? — B?) (Yu cos Y + y sin y — Ze + ọ (A — C*) (2, cos + z, sin y — ran. 


Analoge Werte erhält man für das zweite Ellipsoid. Man hat eben nur die gestrichenen 
Buchstaben einzuführen. Da nun Qy,(4y iA, At + iA) eine homogene Funktion 
WT Grades von den beiden Argumenten A,, + iA, Ar + ide ist, so folgt mit Benutzung 
der Werte dieser Argumente, dafs sie auch eine homogene Funktion wën Grades von A?— Bz, 
AO, A®— B'?, A*—0* sein mufs. Mithin wird auch P% eine homogene Funktion 
wu" Grades dieser Grófsen. Der Koeffizient von 


(4? — Dog (4 — O?) (A? — Pm (42 — dr, 


wo die positiven ganzen Exponenten der Bedingung b+ y +p +y =u genügen, wird in 
Ds, bis auf einen leicht zu bestimmenden konstanten Faktor aufser einem Doppelintegral nach 
ọ und o enthalten das Integral 


Sg 
. 


28) J dY (Yu cos Y+ Yo sin p — iyu)2? (z, cos P+ 2, sin Y— iku)?” (yw cos y +yv sin y däin Bä 


) (eu cos p+ zv sin y — izu)?” 


Demnach mufs der Koeffizient des entsprechenden Gliedes in P“ gleich dem reellen Teil dieses 
Integrals sein. Die Ausrechnung eines Integrals von der Form 28) kann aber jederzeit durch- 


á . . . 7 J(u) 
geführt werden, demnach ist man auch im stande in dem ganzen Wert von P% nach % voll- 
ständig zu integrieren und es bleiben nur noch Doppelintegrale nach ę und o übrig, zu deren 
Bestimmung die Funktionen Pe), P) bekannt sein miifsten. 


Di 
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LALA 


Nunmehr schreiten wir zur Untersuchung der Konvergenzbedingung unserer Reihen- 
entwicklung. Setzen wir 


29) Ay + iAy = Re" 
Ax -|- Ais SES R Era , 

so kann aus 26) der reelle Teil ausgesondert werden und es folgt dann mit Benutzung der 

Bedeutung von ®,, nach 16) 


Din) = rf fer Veo de ae fa | (e) “cosu P+ We "IR cos (( (u— 1) B+ = 


u+2 
00 +( Bes 2) RR cos (@-2)r+2%') -L ete. | 


Ex 22.2! 

~ VDD'.2u+2! 
Da nun die Moduln R und R’ positiv sind, wird der absolute Wert von P% jedenfalls kleiner 
als derjenige sein, den man erhält, wenn man unter dem Integralzeichen alle Cosinusse = 1 
setzt, Dann wird aber die zu integrierende Funktion = Qy, (R, R’). Man erhält also P” 
kleiner als das Integral 


r (fer Veo dędę ja u (R,R)dy. d 

00 
Nun wird die weitere Annahme gemacht, dafs für P, P’, oe, 0’, R, R’ die gröfsten auf dem 
Integrationswege überhaupt möglichen Werte gesetzt werden. Dann erhält man ein Integral, 
welches grófser ist, als das zuletzt genannte, mithin um so mehr gröfser als das Integral P% 
seinem absoluten Werte nach. Da die bezeichneten Funktionen beim Einsetzen der maximalen 
Werte Konstante werden, so gehen sie vor das Integrationszeichen, und man erhält, wenn man 
den den obigen Voraussetzungen entsprechenden Wert von P“ mit (P*) bezeichnet und zu- 
gleich für die maximalen Werte von PP’, R, R’ die bisherigen Zeichen gelten läfst 


(P“) = F.2a PP’ Gy, (R, RP’). 


Es läfst sich nun nachweisen, dafs die Reihe der Grólsen (Dr) unter gewisser Bedingung 
konvergiert. Man hat 
(PE) (2u+1)(2u+2) 1 Žzu+2(R, KI 


(Gi  (@u+3)(2u+4) E 0 (R, R) 
Mit Benutzung von 16) folgt 
d, (R, R) = 


(VR VR- (VR—yRy 
2/RR' , 


mithin 


Pour? _(VRŁYBY*! — (VR -VR fr 


Sou  (VR+VR PHF — (VR-VR) 


ą LAETA 
wl dh dl ee 
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‚RB ur 
YR—YKk s ua j fa — ć 
0 tome E - ein positiver echter Bruch ist, denn man kann VIVE annehmen, weil 
VR-+YR 
man im umgekehrten Falle nur die Buchstaben zu vertauschen brauchte. Demnach wird 


NJ 


(PH) ` (@u+1)(2u+2) (VR+VR 
(pn) ~ (2p -+ 3) (2u +4) ( hi ) 
- ` = — ZE" r-4 ( R 4 2u--4 
Nun liegt der Wert des Bruches ` für 0<4 <1 zwischen den Grenzen 1 und 
1— geet? 2u-+2? 


wie man sich sehr leicht überzeugt. Nehmen wir den grófsten Wert dafür, so folgt 


(pet) 2u-+1 (VR+Y ay 
(P") N 2u+3 ( E ’ 


/ 


(pet) z (12 + VR i 
œ“) ` j 

Daher ist ohne Zweifel fiir jedes u 
(BEE ous ( R+] 2). 
SE, e 

Wird also 


30) (= s) zy | 
T ; 


so konvergiert die Reihe der Grófsen (P“) stärker als eine geometrische Reihe mit dem Quo- 
k VR +V/R 2 AE - A A Š s Na 
tienten E . Mithin konvergiert unter der Bedingung 30) auch die Reihe der Grófsen 
p”. Die Untersuchung hat sich also darauf zu richten, wann die Bedingung 30) erfüllt ist. 

R und R’ sind in 30), wie in dem Vorhergehenden gefordert wurde, die gröfsten Werte, 

ia M AR e CH TER ble er 99 ‚ati 7 über 
welche die Moduln YA?, + Aż, und VA? + AŻ (vergl. 29) auf dem Integrationswege über- 
haupt annehmen können. Es wird sich also darum handeln, festzustellen, welches diese 
sröfsten Werte von R und R’ sind. Nach 18) ist 


31) Ai + Ar =R =q*[(255— 2, COS? Y — ayy sin? Y — 2a,, sin Y cos Y)? 4(a,, cos Y + a, siny)*] . 
Um das Maximum hierfür zu suchen, haben wir neben dem gröfsten Wert ọ = 1 den gröfsten 


Wert der eckigen Klammer zu ermitteln. Hierzu nehmen wir die Geometrie zu Hülfe. Es 
ist nach 9) 


p” = guf + taan? + asé + Zë bg + 2086 + 2ag576 


das Quadrat des Lotes vom Centrum des Ellipsoids auf eine Tangentenebene dieses Körpers. 
Die Richtung dieses Lotes ist durch £, n, § oder © und d bestimmt, die Koordinaten u, v, w 
des Berührungspunktes folgen aus 


wę 


PU = Gu E + 0647 + Ogg 
Pv = a E + 00997 + aas 
PW = ts gan + Ga 


ro 


ro 


st, HS << 


Demnach wird unter Benutzung des Wertes von p? für =O «, das Quadrat des Stückes, 
welches von der w-Achse durch eine zu derselben normale Tangentenebene des Ellipsoids 


abgeschnitten wird. Setzt man ferner % = so geht p? über in 0% = œ cos? y + 2 æ, sin W 
cos Y + Gan sin?y, und es ist mithin 0% das Quadrat des in der uv-Ebene liegenden, vom 
Centrum des Ellipsoids gezogenen Lotes zu einer der w-Achse parallelen Tangentenebene. 
Diese Tangentenebene berührt zugleich den auf der uv-Ebene senkrechten, das Ellipsoid um- 
hüllenden Cylinder. Für 9-5 hat man ferner nach den die Koordinaten des Berührungs- 
punktes bestimmenden Gleichungen, da dann p =ô wird, 

Ow, = Gun COS Y + Gan SIN Y, 
d. h. die Fläche eines Rechteckes. 

Folglich wird nach 31) 

R? = [(a,, — 8°)’ + 4(8w,)*], 
eine Gröfse, welche sich für ein beliebiges Azimuth dh in dem diesem Winkel entsprechenden 
Achsenschnitte des erwähnten Cylinders konstruieren läfst und welche für eine gewisse Schnitt- 
richtung ein Maximum erreichen wird. Da nun diese letztere Schnittrichtung offenbar in 
Bezug auf die Hauptachsen der in der uv-Ebene liegenden Grundfläche des Cylinders eine 
feste sein wird und keine Änderung erleiden kann, wenn sich die willkürlichen uv-Achsen in 
ihrer Ebene drehen, so steht es frei, diesen letzteren eine solehe Richtung zu geben, welche 
für die Untersuchung des Maximums von R die gröfsten Vorteile bietet. Dies ist der Fall, 
wenn man die Projektion der Hauptachse W des Ellipsoids auf die u-Achse fallen läfst. Es 


. r T r . . 
ist dann X v, We, Setzt man ferner <w, W=v, Xv,V=4, so werden die in 7) 
vorkommenden Cosinusse 


Ly = cos v cos A a, = sind Ly == — sin v cos A 
Yu = — cos v sin A Yo = COS A Yu = sin v sin A 
Zu = sin v Z =0 Zu = COSY. 


Mit diesen Werten erhält man unter Benutzung von 27) 


p = ie — (cos d cos å + sin Ņ sin A cos v)*] 2, + (1 — sin? v sin? y) AN 
— 4 0,0, (sin A cos y — cos A sin % cos v)?, 
wo der Kürze halber 0, = Æ? — B*, ô. = A — O°? gesetzt ist. 

Untersucht man jetzt das Maximum der Funktion R, so findet man nach einigen 
Rechnungen dasselbe = ô, = 4* — (*, und zwar sowohl für 9 = 0 und 4 = Q0 bei beliebigem 
v, als auch für v = O und y = 4. Daher hat man in der Bedingung 30) R = 4? — C? und 
entsprechend R’ = A'?— C”? zu setzen, 

Dadurch geht dieselbe über in 


DETE dE 
32) Y/4*— 0 ES Oe Ze 


Hieraus kann man nun folgende Schlüsse ziehen. Fallen die grofsen Achsen beider 
Ellipsoide auf die Centrale beider Körper, so wird bei der Berührung der Centralabstand 


3 


E = A 4 A’, Für diesen Wert ist aber stets die Konvergenzbedingung 32) erfüllt, denn es 
ist unter allen Umständen 
V4:—6*+-V43— 03 <1 
AA r 
Es ist also für diesen Fall unsere Potentialreihe bis zur Berührung der Körper konvergent. 
5 I D 

Fallen ferner die kleinsten Achsen C und C’ mit der Centrale zusammen, so wird bei Berührung 
E= C+ C’ und es ergiebt sich nur so lange sicher eine Konvergenz der Potentialreihe, als 


Da nun, wie früher nachgewiesen ist (III), die Glieder der Potentialreihe homogene Funktionen 
der Differenzen der Halbachsenquadrate sind, so ändern sie sich nicht, wenn man statt der 
gegebenen Ellipsoide zwei mit ihnen confocale nimmt. Benutzt man dieses, so wird im 
letzteren Falle die Konvergenz vorhanden sein bis zur Berührung zweier mit den gegebenen 
confocaler Ellipsoide mit solehen Achsen, dafs die Bedingung 


VG=G+YVAT=G3<VGFo+VO"EG 
erfüllt ist. 


Lë 


Es mag jetzt unsere Aufgabe sein, in der Potentialreihe 26) die Integration nach a, 
wenigstens für die ersten Glieder, thatsächlich durchzuführen. Es handelt sich dann vornehmlich 
um die Bestimmung des reellen Teils von 


9 


Oldie, aed 


für die von 0 an aufsteigenden Werte von u. Nach 16) ist 
33) PD, = CES ) (Au + 14,)* + (fer e CAB d'Aar? (Ay + iA) 
+ Ce + ?) (Au + iA (Ai +i Ais)? + ete. 


Nach 27) hat man 
Au =@ [% [(yu cos Y + y, sin Y)? — yż] + 9, [(2, cos La sin y)? — 2a] | 
Ady = — 20 EZ (Yu cos Y + Ye sin Y) + 9,2, (Zu cos W + z, sin 5) | 


und entsprechende Werte fiir die gestrichenen Buchstaben. Denkt man sich nun die Entwick- 
lung von d, in 26) eingetragen, so erkennt man leicht, dafs die einzelnen Integrale nach % 
zu multiplizieren sind mit Integralen nach o und 9’ von der Form 


: } +A 
Tan de=n 
0 


34) 


35) 


1 

RE, a ŻY ; 
J Poe de =ń,. 
0 


= “9. = 


Nach diesen vorbereitenden Bemerkungen gehen wir zur wirklichen Bestimmung von 
PO, P®, P® über. Es ergiebt sich aus 26) 


22 
2 a a fe 
Di = = gees To dE Y 
VDD: è E A 
0 
(2 x)? GEN LCE 
~ VDD" E 
Nun ist mu ABCABC', wie man sich durch Transformation der Gleichungen 1) auf 
2 
die Hauptachsen überzeugt. Die Masse des Ellipsoids 
U: vr, m 


uU? p? W. e 
= + m + gi ist, wird aber 


= J Iff UdV dW P(e) de. 
0 


Fiihrt man die Polarkoordinaten 


U =Vọ Acoso V = Vọ B sin ø cos £ W = Vọ C sin ø sin ¢ 


mit der Dichtigkeit P(e), wo ọ = 


ein, so geht das die Masse ausdrückende Integral über in 


1 
M = 2x ABC{ P(Ve de = 2x ABCr, 
0 
Demnach wird das erste Glied der Potentialreihe 
op M.M 
36) po =——: 


Ferner ist nach Aussonderung des reellen Teiles aus ©, fir u = 1 


Qn 91 


VE, 22 
PO = tf JPP Vee’ de de | (Au + Au) dy. 
0 0 
Bei Substitution nach 54), Ausfiihrung der trigonometrischen Integrale und Benutzung des 
Symbols 35) jb sich dann nach einiger Rechnung 
P® = - ZĘ mln 1 To [0% (1 EE 3 JYw) +ô Oc (1 Siet 32%)] + "fi ER (1 an Byw) + dg (1 5 324)]] 


Für u =2 hat man den reellen Teil von ®, 


la — At 43 — 20) 04, An 4. dia); 


PO= 4. - „(fer Vog’ dodo’ Pei [6 (Ait — 4% + Aå — 48) + 20 (A, Ar A 453) |. 


00 


Bt 


=. 80 c= 


Hieraus ergiebt sich nach Durchführung der Integration nach % 


2 


e ee SCH Su 
po = ——_.. i [rari (05 Tyy + 200, Ty. + 02 T.;) 


10 E 4 AA a oa M 
+ 3 "71 (Ap Oy Lug -|- 0,00 Tys -- dy Oo Ts + CR HR 


+ rors (0b Tyy + 28v de Tye + ê? T4.)]- 
Hierin ist gesetzt 


vy = 3 — 30y2 + 35 y4 
Tys = 1 — 5 (yè + 2) + 35y323 
1 + 2 cos? (V, W’) — 20 ywaw cos (V, W) — 5 (yż + 23) + 35y32 


u. 8. W. 


Le 
| 


In ähnlicher Weise lassen sich die folgenden P’s successive berechnen. 


Es mögen noch die Werte der P’s für die konstanten Dichtigkeiten P=1 und P=1 


s s 2 
beigefügt werden. Dann werden die Gröfsen r folgende Werte annehmen: 7 == re 
r 2 , 2 D 4 4 WK 7 
n=-n=7, "a =73=7, und man erhält, wenn auch „zABC=M, zTrABC=M 
gesetzt wird: 
MM’ 
0) = = 
I E 
vn _ MM'r, DEN Dr E ARA 
PO = ipla (1 — 3y) + 2.(1 — Be) + 2, (1— 393) + a (1 — SM 
b : 
)(2) 3MM p. Wy 233.7 ZE 34 T 9210, T L 93 To) 
| = 140028 [5 (& yy + 26 ys F ôe Tis + 08 yy F 2 by de y's) T Oe Ery) 


+ 14 (Gy Tyy + sôe Tys + Żyd, Ty, + 007 Ter) |: 


VI. 


Das gewonnene Resultat soll endlich auf den besonderen Fall angewendet werden, 
dafs die Ellipsoide sich wenig von der Kugel unterscheiden, und dafs die Entfernung E gegen- 
über den Dimensionen der Körper grofs ist. Dann konvergiert die Potentialreihe sehr stark, 
denn sie konvergiert stärker als eine geometrische Reihe mit dem Quotienten ZZA SE 
(vergl. 32)), der unter der gemachten Annahme eine sehr kleine Gröfse sein wird, Unter 
diesen Umständen hängt der Wert der Potentialreibe hauptsächlich von den Anfangsgliedern 
ab und zwar vorzugsweise von dem ersten, das ja auch bei grofsen Entfernungen einfach dafür 
gesetzt wird. In diesem Gliede tritt neben den Massen nur die Entfernung auf, die relative 
Achsenlage der Ellipsoide kommt darin nicht vor, und doch ist dieselbe von einem gewissen, 
wenngleich nur verhältnismälsig geringen Einflusse auf den Wert des Potentials, wie die Werte 
von P® und P® zeigen. Es mag unsere Aufgabe sein, zu untersuchen, unter welchen 
Bedingungen die Maxima und Minima wenigstens für P und P® auftreten, da P® unter den 
gemachten Voraussetzungen sicher zu vernachlässigen sein wird. 
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Um das Maximum resp. Minimum von P® aufzufinden, hat man zu variieren 


39) rir [a — 3yż) + a.(1 — 32%) + (1 — ya) + dell — Aë) 
unter den Bedingungen 
Tw -+ yo + zo = 1, u tv + zw = 1. 
Durch die Substitutionen 2,==cos6, Yw = SİN 6 COS É, Zw = Sin ø sin f, Zu = cos Le 
Yw = sino’ cos 6’, Zw = sin o’sin&’ erfüllen wir die Bedingungsgleichungen identisch und 


erhalten als erste Variation von 39) 
—6r,7;[@& sin 6 cos £(cos 6 cos £06 — sin 6 sin £ 06) + 9, sin ø sin E (cos 6 sin do + sin 0 cos £0£)] 
— 6ry7ri [dy sin 0’ cos Ẹ (cos dg cos £ de —sin o sin £0) +2, sin 6 sing (coso’ singo- sin o cos ÓŚ )]. 
Wenn hierin die Koeffizienten von do u. s. w. = 0 gesetzt werden, ergeben sich die Gleichungen: 
sin 6 cos 6 [@ cos ® + 2, sin &] = 0 
sin? 6 sin & cos £ [2, — a] = 0 


und zwei entsprechende Gleichungen fiir die gestrichenen Buchstaben. 


5 e . D > a r 
Also ist entweder 1) g = 0, 6 =0 und $ und E beliebig, oder 2) o = >, 6 = > 
; op e m" e e È A A 
$= =? ==, oder 3)o=,, 6 = z , €=0, £ =0. Bildet man sich im ersten 


Falle die zweite Variation, so findet man dieselbe 
= — 67,7% [% cos? 6 + 2. sin? £] (80)? 
— 6r,rı [0% cos? E + ĉe sin? 87] (do0’)’. 
Da sie negativ ist, wird mithin der Ausdruck 39) ein Maximum, folglich auch PÙ ein Maximum. 
Für den zweiten Fall ergiebt sich die zweite Variation 
= Dirr [d.(d0)? + (@ — a) (88°) + Grori [dr(d6’)? + (de — 0) (86')7]. 


Dies ist stets positiv, da stets 2, > %, @ >. Mithin tritt für diesen Fall ein Minimum von 
P® ein. Der dritte Fall führt auf kein Maximum oder Minimum, da die zweite Variation 
dann wird 


= 61,75 (ê (86)? + (2, — 2.) (89° + Grori (2,(66)* + (2 — 2.) (867), 


ein Ausdruck, der sowohl positiv als auch negativ sein kann. 
Es ergiebt sich mithin, wenn 


40) dy = Í, Yv = 0, fo = 0, ul, gas =='0; 8o = 0, 


d. h. wenn die grolsen Achsen der Ellipsoide mit der Centrale der beiden Körper zusammen- 
fallen, der grófste Wert von PW. Der kleinste tritt ein für 


41) Ly = 0, Yu = 0, 4, =1, Ly = Q, Yw = 0, fw = 1, 


d. h. wenn die kleinsten Achsen in der Centrale liegen. 


99 


Setzt man das Wertsystem 40) in P ein, so resultiert nach 38) 


9 5 Ltr r ro ną 929% on? e a? A PEC 
P® == DVDD "Es D Zo (3 0; -|- 2.040, - 90; ) + %72 (30% -} 2 dy be a 302) 
10 A À 9 zr a9 c 9 7 rr 
49) +73 (a ay (1 + 2 cos? (P,P )) + 22. (1 + 2 cos? (V, W )) 


EE (1 + 2 cos? (7°,W)) + 3,3, (1 + 2 cos? (W, w')))]: 


Da man sich nun die Richtungen der Achsen V, W, V’, W” für den angenommenn Fall in 
eine Ebene verlegt denken kann, so folgt, falls man X V,V’ = g setzt, cos (.W, W’) = cos og, 
cos (V, W°) =— sin g, cos (7,W)=sing. Nach Aussonderung des konstanten Teiles aus 42) 
und Weglassung der positiven Faktoren bleibt von P® als variabler Teil übrig 


(9,0 + @.0¢) cos? p + (0,0, + 2,0.) sin? e, 


D DH . e e . 7 D e e D . r D 
Dieser erreicht bei p = 0 sein Maximum, bei p = sein Minimum, denn die zweite Varia- 


tion wird 1 A e 
= — 2 cos 29 (0, — 0,) (2, — 2,) (89)? 


und hierin sind @ — ô, und @; — 2, beides negative Grófsen. Wenn mithin die grofsen Achsen 
auf die Centrale fallen, also P) sein Maximum hat, erreicht zugleich P® seinen gröfsten 
Wert, sobald die mittleren Achsen beider Körper untereinander parallel sind, seinen kleinsten 
Wert, sobald sie einen rechten Winkel bilden. 


Berechnet man P® für das Wertsystem 41), so folgt 


z 
10 VDD’ 


ITE , a? TA e a2 [am o 4 Q 52 
E E Tą (38 — 850. +8 02) ok rore (30) — 88,2, + 84?) 


+ rır (aay (1 + 2 cos? (V, Fe (26 + 2 cos*( W, W’) — 20 cos ( W, W’)) 
+ 4,0, (— 4 + 2 cos? (V,W’)) 2,0, (—4 + 2 cos*(V', w))) |: 

Weil nun die Achsen W und W” mit der Centrale zusammenfallen sollen, ist cos(W,W’)=1, 
cos (V, W)=0, eos(V’,W) = 0. X V,V’ werde = g gesetzt. Der Klammerausdruck besteht 
Jetzt aus einem konstanten Teil und dem variabeln 


20 , p 9 
3 1171 ly COS* p. 


~ e . - . D > MA” H 7 
Das Maximum hiervon tritt aber ein bei p = 0, das Minimum bei p=-—-, das erstere, wenn 


die mittleren Axen parallel sind, das letztere, wenn sie auf einander senkrecht stehen. 
Die gröfsten und kleinsten Werte von PW und PO zusammengestellt lauten folgender- 
malsen: 


27? 1 


5: [11% + 2) + rori (Oe + 20] 


Für DI max. = —— . — 
3yDD + 


wird 


Für 


ergiebt sich 


Haben wir es mit Rotationsellipsoiden zu thun, so vereinfachen sich die Resultate. 


PO max. 


Pp min. 


P® min. 


P max. 


P® min. 


a 


EE 

+- = riri (30,04 + 30,0 + 2,0, + SM e 
en Ga [13700823 + 20,0 + 383) + ring (303 + 2007 + 303) 
+ 5 rr (Gey + bebe + 30,86 + 32,0.) |- 


Zn? 1 [ ` > e a 
—— $ sn |, 8 (0, — 20, 717, (dv — 20% | 
3yDD’ E? 170 (b + 1 o (2% ) 


m? 1 


r Bs [rara(8a — 86, + 868) + rér (80) — Bêr ĉe + 808) 


10 ron Sec ar x T 
+ 3 171 Lë + 80,0, Z 40,0, — 40,0.) | , 
m? i tor - xe - RA Ad 
10 VDD ES [raro 3 b — 80,0, + 802) -+ ror2(305 = EE -|- 802) 
10 r - GE a o GC 
ao 3 M Lei (òs On En 8 Gele — 4 O0¢ — 4 yc) | H 
Sind 


nämlich die kleinsten Achsen die Rotationsachsen, so werden 2, und 2, beide = 0. 


Marienwerder, Dezember 1892. 


H. v. Schaewen. 


